№ 1. Первый вторник месяца Митя провёл в Смоленске, а первый вторник после первого понедельника  — в Вологде. В следующем месяце Митя первый вторник провёл во Пскове, а первый вторник после первого понедельника  — во Владимире. Сможете ли вы определить, какого числа и какого месяца Митя был в каждом из городов?

Подсказка Почему тот месяц, в который Митя был в Смоленске и в Вологде, начинался во вторник?

Решение Поскольку Митя не мог провести один и тот же день и в Смоленске и в Вологде, значит, месяц начинался во вторник (ведь иначе первый вторник и первый вторник после первого понедельника совпали бы). Аналогично заключаем, что и второй месяц должен начинаться во вторник. Это возможно только в случае, когда один месяц  — февраль, а другой  — март, причём год не високосный. Отсюда уже легко получить, что в Смоленске Митя был 1 февраля, в Вологде  — 8 февраля, во Пскове  — 1 марта, во Владимире  — 8 марта.

Ответ  В Смоленске  — 1 февраля, в Вологде  — 8 февраля, в Пскове  — 1 марта, во Владимире  — 8 марта.
№2.В равенстве 101 – 102 = 1 передвиньте одну цифру так, чтобы оно стало верным.

Решение

Если цифру 2 в числе 102 передвинуть вверх, на место показателя степени, то исходное равенство примет вид 101 – 102 = 1 и будет верным.

Ответ Цифру 2 в числе 102 надо поставить на место показателя степени.

№3. На острове живут два племени  — аборигены и пришельцы. Известно, что аборигены всегда говорят правду, пришельцы  — всегда лгут. Путешественник нанял туземца-островитянина в проводники. По дороге они встретили какого-то человека. Путешественник попросил проводника узнать, к какому племени принадлежит этот человек. Проводник вернулся и сообщил, что человек назвался аборигеном. Кем был проводник  — аборигеном или пришельцем?

Подсказка Подумайте, что ответил проводнику повстречавшийся человек.

Решение Второй туземец, кем бы он ни был, на вопрос: "Абориген ли Вы?" ответит положительно. Значит, проводник не обманул путешественника, следовательно, и он тоже абориген.

Ответ Проводник абориген.

№4. Среди 40 кувшинов, с которыми атаман разбойников приехал в гости к Али-Бабе, нашлись два кувшина разной формы и два кувшина разного цвета. Докажите, что среди них найдутся два кувшина одновременно и разной формы и разного цвета.

Подсказка Попробуйте рассмотреть два кувшина разной формы.

Решение  Выберем два кувшина разной формы. Если они при этом различаются по цвету, то задача решена. Если же они оказались одного цвета, тогда возьмём любой кувшин, не совпадающий с ними по цвету. Этот третий кувшин не будет совпадать с одним из двух наших кувшинов и по форме. Эти два кувшина (третий и тот, который не совпадает с ним по форме) и будут искомыми кувшинами.

№5. В день рождения дяди Федора почтальон Печкин хочет выяснить, сколько тому лет. Шарик говорит, что дяде Федору больше 11 лет, а кот Матроскин утверждает, что больше 10 лет. Сколько лет дяде Федору, если известно, что ровно один из них ошибся? Ответ обоснуйте.

Решение Заметим, что если не ошибся Шарик, то не ошибся и Матроскин, что противоречит условию. Значит, Шарик сказал неправду, в отличие от кота Матроскина. Таким образом, дяде Федору больше 10 лет, но не больше 11. Следовательно, дяде Федору исполнилось 11 лет.

Ответ Дяде Федору 11 лет.

№6. Поняв принципы, по которым составлены таблички чисел, изображённые на рисунках, в первую табличку вставьте недостающее число, а из второй уберите лишнее число.
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Решение В первой табличке на каждой строке в первом столбце стоит основание степени, в третьем – показатель степени, во втором – результат возведения в степень. Таким образом, недостающее число 49. 
  Вторая табличка построена по-другому: в ей собраны пары равных чисел, но один раз число записано в виде десятичной дроби, другой раз – в виде обыкновенной. Таким образом, здесь лишнее число 5/13.
Ответ 49;   5/13.
№7. а) В магазине "Все для чая" есть 5 разных чашек и 3 разных блюдца. Сколькими способами можно купить чашку с блюдцем?

б) В магазине есть еще 4 чайные ложки. Сколькими способами можно купить комплект из чашки, блюдца и ложки?

в) В магазине по-прежнему продается 5 чашек, 3 блюдца и 4 чайные ложки. Сколькими способами можно купить два предмета с разными названиями?

Решение а) Выберем чашку. В комплект к ней можно выбрать любое из трех блюдец. Поэтому есть 3 разных комплекта, содержащих выбранную чашку. Поскольку чашек всего 5, то число различных комплектов равно 5·3 = 15.

б) Любой из 15 комплектов п. а) можно дополнить ложкой 4 способами. Поэтому общее число возможных комплектов равно 15·4 = 60.

в) Возможны три разных случая: первый – покупаются чашка с блюдцем, второй – чашка с ложкой, третий – блюдце и ложка. В каждом из этих случаев легко сосчитать количество возможных вариантов (в первом – 15, во втором – 20, в третьем – 12). Складывая, получаем общее число возможных вариантов: 47.

Ответ а) 15;   б) 60;   в) 47 способами.

№8. Имеется полоска 1*99, разбитая на 99 клеток 1*1, клетки которой раскрашены через одну в черный и белый цвет. Разрешается перекрашивать одновременно все клетки некоторого прямоугольника 1*k. За какое наименьшее число перекрашиваний можно сделать всю полоску одноцветной? 

Подсказка Каждое перекрашивание разрушает не более двух границ между клетками разных цветов. 

Решение Перекрасим все клекти со второй по 98-ю, затем все клекти с третьей по 97-ю, и т.д. наконец, перекрасим одну 50-ю клетку. После этого полоска станет одноцветной. Этот пример показывает, что за 49 перекрашиваний можно добиться требуемого. Докажем теперь, что меньшим числом перекрашиваний обойтись не удастся. Назовем перемычкой отрезок, разделяющий две клетки разных цветов. В начале у нас имеется 98 перемычек. Каждое перекрашивание изменяет число перемычек не более, чем на 2. Значит, после 48 перекрашиваний останется хотя бы одна перемычка, т.е. полоска еще не будет одноцветной. 

Ответ 49.00
№ 9. очка I – центр вписанной окружности треугольника ABC. Внутри треугольника выбрана точка P такая, что ÐPBA + ÐPCA = ÐPBC + ÐPCB.
Докажите, что AP ≥ AI, причём равенство выполняется тогда и только тогда, когда P совпадает с I.
Решение Автор: Канель-Белов А.Я.
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Пусть Ð A = α, Ð B = β, Ð C = γ.
Поскольку Ð PBA + Ð PCA + Ð PBC + Ð PCB = β + γ, условие задачи эквивалентно Ð PBC + Ð PCB = (β + γ)/2, т.е. Ð BPC = π/2 + α/2.
С другой стороны, Ð PIC = π - (β + γ)/2 = π/2 + α/2. Следовательно, Ð BPC = Ð PIC, и т.к. точки P и I лежат по одну сторону от BC, точки B, C, I и P лежат на одной окружности. Иными словами, P лежит на ω - описанной окружности Δ BCI.
Пусть Ω - описанная окружность Δ ABC.
Легко проверить, что центр окружности ω совпадает с серединой дуги BC и лежит на Ω, а значит - и на биссектрисе угла CAB.
Из неравенства треугольника (для Δ APM) следует
|AP| + |PM| ≥ |AM| = |AI| + |IM| = |AI| + |PM|
Поэтому |AP| ≥ |AI|. Равенство достигается тогда и только тогда, когда P принадлежит [AI], что означает P = I.
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№10. Дан равнобедренный треугольник ABC  (AB = AC).  На меньшей дуге AB описанной около него окружности взята точка D. На продолжении отрезка AD за точку D выбрана точка E так, что точки A и E лежат в одной полуплоскости относительно BC. Описанная окружность треугольника BDE пересекает сторону AB в точке F. Докажите, что прямые EF и BC параллельны.

Решение ∠ABC = ∠ACB = ∠BDE = ∠BFE,  значит, прямые EF и BC параллельны.
№ 11. На сторонах единичного квадрата отметили точки K, L, M и N так, что прямая KM параллельна двум сторонам квадрата, а прямая LN – двум другим сторонам квадрата. Отрезок KL отсекает от квадрата треугольник периметра 1. Треугольник какой площади отсекает от квадрата отрезок MN?
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Решение Пусть катеты первого треугольника равны a и b, а гипотенуза – c. Из рисунка видно, что удвоенная плошадь треугольника, отсекаемого отрезком MN, равна половине площади квадрата.
Ответ ¼.
№12 Тридцать девочек – 13 в красных платьях и 17 в синих платьях – водили хоровод вокруг новогодней ёлки. Впоследствии каждую из них спросили, была ли её соседка справа в синем платье. Оказалось, что правильно ответили те и только те девочки, которые стояли между девочками в платьях одного цвета. Сколько девочек могли ответить утвердительно?

Решение

  Рассмотрим любую девочку. Цвета платьев её соседок слева и справа могли быть такими: синий – синий, синий – красный, красный – синий, красный – красный. Девочка отвечает "да" только в первых двух случаях; то есть ровно в тех случаях, когда её соседка слева – в синем платье.

  Но соседка слева была в синем платье ровно у 17 девочек, поэтому ответ "да" прозвучал 17 раз.

Ответ 17 девочек.

№13 В шахматном турнире каждый из восьми участников сыграл с каждым. В случае ничьей (и только в этом случае) партия ровно один раз переигрывалась и результат переигровки заносился в таблицу. Барон Мюнхгаузен утверждает, что в итоге два участника турнира сыграли по 11 партий, один – 10 партий, три – по 8 партий и два – по 7 партий. Может ли он оказаться прав?

Решение

Предположим, что Мюнхгаузен оказался прав. Без переигровок каждый участник должен был сыграть по 7 партий, а переигрывал каждый с каждым не более, чем по одному разу. Рассмотрим микротурнир, состоящий из партий, сыгранных во время переигровок. В нем каждый с каждым сыграли не более, чем по разу, причем двое сыграли по четыре партии (назовем их лидерами), один – три, трое – по одной и двое – не играли совсем. При этом лидеры между собой сыграли не более одной партии, следовательно, с остальными участниками микротурнира они сыграли не менее шести партий, но остальные участники играли всего шесть партий. То есть, все эти партии они играли с лидерами, но тогда никто из них не мог сыграть 3 партии.

Ответ Не может.
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№14 На стороне CD ромба ABCD нашлась такая точка K, что  AD = BK.  Пусть F – точка пересечения диагонали BD и серединного перпендикуляра к стороне BC. 
Докажите, что точки A, F и K лежат на одной прямой.

Решение

ABKD – равнобедренная трапеция (см. рис.). Точка G пересечения её диагоналей лежит на серединном перпендикуляре к основанию AB. В силу симметрии ромба ABCD относительно диагонали BD, G лежит также на серединном перпендикуляре к BC, то есть совпадает с точкой F.
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№15 На стороне BC треугольника ABC выбрана точка L так, что AL в два раза больше медианы CM. Оказалось, что угол ALC равен 45°. 
Докажите, что AL и CM перпендикулярны.

Решение

Пусть N – середина отрезка AL. Тогда MN – средняя линия треугольника BAL. Поэтому LMNC – трапеция (или параллелограмм) с равными диагоналями, то есть равнобедренная трапеция (или прямоугольник). Один из углов между её диагоналями LN и CM в два раза больше угла NLC, то есть равен 90°.

№16 Незнайка выписал по кругу 11 натуральных чисел. Для каждых двух соседних чисел он посчитал их разность (из большего вычел меньшее). В результате среди найденных разностей оказалось четыре единицы, четыре двойки и три тройки. Докажите, что Незнайка где-то допустил ошибку.

Решение Запишем каждую из наших разностей со знаком плюс, если в соответствующей паре чисел большее стоит перед меньшим по часовой стрелке, и со знаком минус в противном случае. У нас получились 11 разностей между числом и следующим за ним по часовой стрелке; значит, сумма всех этих чисел равна нулю, то есть чётна. Но это невозможно, поскольку среди них ровно семь нечётных чисел.

№17 В выпуклом 2002-угольнике провели несколько диагоналей, не пересекающихся внутри 2002-угольника. В результате 2002-угольник разделился на 2000 треугольников. Могло ли случиться, что ровно у половины этих треугольников все стороны являются диагоналями этого 2002-угольника?

Решение

Все стороны 2002-угольника являются сторонами треугольников. В один треугольник может попасть не более двух сторон многоугольника. Поэтому треугольников, в которые попали стороны 2002-угольника, не меньше чем  2002 : 2 = 1001,  что больше половины.

Ответ Не могло.

№18 В банке работают 2002 сотрудника. Все сотрудники пришли на юбилей, и их рассадили за один круглый стол. Известно, что зарплаты сидящих рядом различаются на 2 или 3 доллара. Какой наибольшей может быть разница двух зарплат сотрудников этого банка, если известно, что все зарплаты сотрудников различны?

Решение Между сотрудниками с наибольшей и наименьшей зарплатами сидит не более 1000 человек. Поэтому их зарплаты отличаются не более чем на 3003 доллара. Ровно 3003 доллара быть не может: в этом случае между ними с каждой стороны стола сидит по 1000 человек, и зарплаты каждых двух соседей различаются ровно на три доллара; в результате зарплаты обоих соседей сотрудника с наименьшей зарплатой равны. 

  Разность в 3002 доллара возможна: наименьшая зарплата 1000 долларов, наибольшая – 4002 доллара, с одной стороны между ними сидят (по порядку) сотрудники с зарплатой 1002, 1005, 1008, ..., 3996, 3999, по другую – с зарплатами 1003, 1006, ..., 3997, 4000.

Ответ 3002 доллара.

№19 Какое наибольшее число коней можно расставить на шахматной доске так, чтобы каждый бил не более семи из остальных?

Решение Пример расстановки 60 коней: заняты все клетки, кроме клеток центрального квадрата 2×2. Покажем, что при удовлетворяющей условию расстановке не менее четырёх клеток останутся свободными (то есть больше 60 коней расставить не удастся). Рассмотрим центральный квадрат 4×4. Если в нем четыре поля свободны, все доказано. 
  Пусть свободных полей в нем не больше трёх, тогда коней там не меньше 13. Каждый из них атакует 8 клеток доски, одна из которых свободна. Легко проверить, что фиксированную клетку кони, стоящие в центральном квадрате, атакуют не более четырёх раз. Следовательно, свободных клеток не меньше  13 : 4 > 3,  то есть не меньше 4.

Ответ 60 коней.

№20 Можно ли числа 1, 2, ..., 10 расставить в ряд в некотором порядке так, чтобы каждое из них, начиная со второго, отличалось от предыдущего на целое число процентов?
Решение Пусть число m получается из числа n изменением на k % (n, m – натуральные, k – целое). Тогда  m = n + nk/100.  Отсюда следует, что если n и 100 взаимно просты, то m делится на n. Поэтому если  n = 7,  то следующее число m должно делиться на 7, но больше среди чисел 1, 2, ..., 10 таких нет. Значит, 7 может быть только последним. Аналогично, 9 может быть только последним. Но на последнем месте может быть только одно число, поэтому требуемая расстановка невозможна.
Ответ Нельзя.

№21 В весеннем туре турнира городов 2000 года старшеклассникам страны N было предложено 6 задач. Каждую задачу решило ровно 1000 школьников, но никакие два школьника не решили вместе все 6 задач. Каково наименьшее возможное число старшеклассников страны N, принявших участие в весеннем туре?

Решение  Оценка. Так как каждую задачу кто-то решил, то никто из школьников не мог решить пять задач. Если же кто-то решил ровно четыре задачи, то никто из школьников не мог решить пятую и шестую задачу вместе. Таким образом, имеется 1000 школьников, решивших пятую задачу и еще 1000, решивших шестую. В этом случае у нас не менее 2001 старшеклассника. Наконец, если каждый школьник решил не более трёх задач, то число решавших не меньше  6000 : 3 = 2000. 
  Пример: 500 школьников решили задачи 1, 2 и 3; 500 – задачи 3, 4 и 5; 500 – задачи 1, 5 и 6 и еще 500 – задачи 2, 4 и 6.

Ответ 2000.

№22 Известно, что существует число S , такое, что если a+b+c+d=S и [image: image2.png]
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=S ( a , b , c , d отличны от нуля и единицы), то [image: image6.png]
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= S . Найти S .

Решение

Если числа a , b , c , d удовлетворяют условиям утверждения в задаче, то числа [image: image10.png]
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 удовлетворяют этим условиям, а значит, для тех и других верно заключение этого утверждения, т.е. [image: image14.png]
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= S и [image: image18.png]
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 =S .
Сложив эти равенства, получим -4=2S , ибо [image: image22.png]
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=-1 , откуда S=-2.

Нетрудно убедиться, что верно следующее утверждение: если a+b+c+d=-2 и [image: image24.png]
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=-2 ( a , b , c , d отличны от нуля и единицы), то [image: image28.png]
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= -2. Но этого в задаче не требуется.

Ответ -2.

№23 Гриб называется плохим, если в нем не менее 10 червей. В лукошке 90 плохих и 10 хороших грибов. Могут ли все грибы стать хорошими после того, как некоторые черви переползут из плохих грибов в хорошие?

Решение

Пусть в каждом плохом грибе ровно 10 червей, а в хорошем червей нет. Далее, пусть из каждого плохого гриба по одному червю переползут в хорошие, по 9 в каждый. В результате в каждом грибе окажется по 9 червей, и все грибы будут хорошими.

Ответ Могут.
№24 За круглым столом сидят 40 человек. Может ли случиться, что у каждых двух из них, между которыми сидит чётное число человек, есть за столом общий знакомый, а у каждых двух, между которыми сидит нечётное число человек, общего знакомого нет?

Решение Предположим так рассадить людей удалось. Занумеруем их по часовой стрелке и заметим, что если номера двух сидящих имеют одинаковую чётность, то между ними сидит нечётное число человек. 

  Возьмём одного из сидящих – A. Через чётное число человек от A сидит 20 человек. Все они сидят на местах одной чётности, поэтому не могут иметь общих знакомых. Значит, ииеется 20 различных общих знакомых A с этими людьми. У этих последних 20 человек есть общий знакомый (A), то есть все они имеют номера разной чётности. Но это невозможно.

Ответ Не может.

№ 25. Среди 100 монет есть 4 фальшивых. Все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые – тоже, фальшивая монета легче настоящей. 

Как за два взвешивания на чашечных весах без гирь найти хотя бы одну настоящую монету?

Решение

  Разделим 100 монет на две группы (№1 и №2) по 33 монеты и одну группу (№3) из 34 монет. Первым взвешиванием положим на чаши весов группы 1 и 2. Если одна из чаш оказалась тяжелее другой, то на ней – не более одной фальшивой монеты. Тогда вторым взвешиванием можно сравнить любые две монеты из этой группы друг с другом: если одна из них тяжелее, то она настоящая, а если обе одинаковы, то обе являются настоящими. 

  Если же после первого взвешивания оказалось, что две группы из 33 монет весят поровну, то это означает, что фальшивые монеты распределились по трём группам одним из таких способов:  (0, 0, 4),  (1, 1, 2)  или  (2, 2, 0).  Второе взвешивание делаем так: добавим к одной из групп одну монету с другой чаши, а все остальные монеты с другой чаши снимем и заменим на 34 монеты из группы №3. У этого взвешивания возможны три исхода.

  1)  1 + 33 < 34.  Это значит, что слева фальшивых монет больше, чем справа. Значит, имеет место случай  (2, 2, 0),  то есть все 34 монеты – настоящие. 

  2)  1 + 33 = 34.  Это значит, что фальшивых монет слева и справа поровну. Значит, имеет место случай  (1, 1, 2),  причём единственную фальшивую монету из второй кучки мы как раз переложили к первой кучке. Тогда остальные 32 монеты из второй кучки – настоящие. 

  3)  1 + 33 > 34.  Это значит, что имеет место либо случай  (0, 0, 4),  либо случай  (1, 1, 2),  в котором переложенная монета не является фальшивой. В обоих случаях переложенная монета – настоящая.
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